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Optymalizacja - definicje:

Analiza funkcjonalna: dziat matematyki powstaty
w XX w., zajmujgcy sie badaniem faktow
z roznorodnych dziedzin za pomocg metod
matematycznych (rownania catkowe, réwnania
rozniczkowe, algebra liniowa i inne). Analiza
funkcjonalna znalazta szerokie zastosowanie
w roznych dziedzinach wiedzy, jej rozwojowi
zastuzyli sie matematycy polscy, m.in.: S. Banach
(uwazany za jej tworce), H. Steinhaus, S. Mazur,
W. Orlicz, J.P. Schauder.
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Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Rozwigzanie zadania programowania liniowego metodg SIMPLEX:

Zadanie nalezy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej, to znaczy do postaci,
w ktore] poszukujemy maksimum funkcji przy ograniczeniach
rownosciowych | wszystkich zmiennych nieujemnych, przy czym w tablicy
ograniczen musi dac sie wyroznic macierz jednostkowa, a prawe strony
muszg byc dodatnie.

W przypadku poszukiwania minimum funkcji dla zaleznosci liniowych:
min f(x)=max (- f(x))

gdzie x jest wektorem argumentow funkcji f.

Aby ograniczenia przeksztatcic w rownosci, dodajemy do lewych stron
(lub odejmujemy) zmienne uzupetniajgce o wartosciach dodatnich.



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Znalezc minimum funkcji:

f(x)=—2x, —3x,

przy ograniczeniach:
X +2X, + X3 £33,

3X, +4X,; < 4,
2X, + X =1,
Xps X5, X3 20



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Poszukiwanie minimum funkcji linlowe] f(X) Jjest rownowazne
poszukiwaniu maksimum tej funkcji wzietej z przeciwnym znakiem, a wiec
funkcii:

f,(x)=—f(x)=2x +3x,
Ograniczenia przyjma postac:

X, +2X, + X3+ X, =3,

3X, +4X; + X, =4,

2X, + X5 =1,

X1y Xoy Xg, Xg, Xs = 0



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Macierz ograniczen, czyli tablica wspotczynnikow przy argumentach Xy, X,,
X3, X4, Xs W trzech rownaniach ograniczen ma postac:

1 2 1 1 0]
O=(0 3 4 0 1
02100
W tablicy tej nie mozna jednak jeszcze wyrozni€C macierzy jednostkowe;:
1 0 0
0 1 0}
00 1

gdyz brakuje w niej wektora kolumnowego: 0




Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Po lewe] stronie trzeciego ograniczenia trzeba wiec dodac zmienng
,Sztuczng" X, ktora ten brak wyrowna.

Aby zmienna X; nie miata wptywu na rozwigzanie 1 aby mozna jg byto
szybko wyeliminowac z zadania w trakcie Jego rozwigzywania,
uzupetniamy funkcje celu o skiadnik -wx, 2z bardzo duzym
wspotczynnikiem dodatnim w. W ten sposob niejako ,pogarszamy’
znacznie funkcje celu ,oddalajgc” jej wartoS¢ (znacznie zmniejszajgc) od
prawdziwego maksimum.



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Zadanie przyjmie wiec postac (kanoniczng) wyznaczenia maksimum
funkcji celu f;(x):

max f,(x)=2x, +3x, — WX,

Przy ograniczeniach:
X, +2X, + X, + X, =3,

3X, +4X, + X =4,
2X, + X3 + X5 =1,
Xy Xoy Xgy Xgy Xgy Xg 2 0



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:

Przydkiad razwiazania zadania antvmalizacyjnego metodg SIMPLEX:
Wartosci c; dla Wektory
Jednostkowe tkowych ppétczynnikow
wektory A, prow A, ograniczen
! LB LAY ! v ’J> v
WYy{ |epujacy |przy
iennyg [xw (] | 0 3 0 0 =
fuMkciji ce fl(x)J\/ \V
[ Raza T [ b A, A, A, A, Ac Aq
Wspobtczynniki
lewych stron:: 1 2 1 1 0 0
ograniczen 4
As 0) 4 0) 3 4 0) 1 0)
Ag -W 1 0) 2 1 0) 0) 1
y Z(cbxb)ﬁztf 0 |4-2w|-1-w| 2 0 0
|

lloczyn skalarny c,xb okresla wartosc funkcji celu w danym kroku, wektor
b wartosci zmiennych bazowych X;.

- Q-



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Najmniejsza (najbardziej ujemna) wartosc wskaznika w dolnym wierszu
wyznacza wektor, jaki w nastepnym Kkroku wprowadzimy do bazy.
W naszym przypadku bedzie to wektor A,. Rozwigzanie osiggniemy, gdy
nie bedzie juz wskaznika o wartosci ujemnej.

Wektor usuwany z bazy wyznacza sie obliczajgc Ilorazy
charakterystyczne dla wszystkich dodatnich elementow wektora
wprowadzanego do bazy (A,) wedtug zaleznosci:

o 3
01 Al
Aop, 2
LN
05 !
App, 3
ML
06 _
Pop, 2

- 10 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Z bazy nalezy usungC wektor, ktorego element wystepuje w ilorazie o
najmniejsze] wartosci sposrod wyznaczonych — W omawianym
przyktadzie bedzie to wektor A, (rys= = ')

Poniewaz jest to wektor odpowiadajgcy zmiennej sztucznej, usuwamy go
nie tylko z bazy, ale z catej tablicy simplexow.

Wyznaczony Iiloraz r, podaje jednoczesnie nowg wartosc elementu
wektora b w wierszu wektora wprowadzanego do bazy (b, = Iy, gdyz
wprowadzamy wektor A,). Pozostate dwa nowe elementy wektora b
wyznacza sie z zaleznosci:

. 1
. 1 5

= 1 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Wprowadzany do bazy wektor przyjmuje wartosci jednostkowe, a
wskazniki odpowiadajgce wektorom bazowym (dolny_wiersz tabell
simplexow) bedg zawsze wynosic 0. Wartosc funkcji celu wzrasta do 4.

C, 2 0 3 0 0

Baza C, b A/ A, A; A, A
A, 2 2 1 0 0
Ac 0 % 0 0 1
A, 0 V2 0 1 0
Wskazniki 4 0 0] 0]

Y.



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Nastepnie nalezy wyznaczycC ilorazy kolumnowe dla wektorow poza-
bazowych:

—A3 ' A3Ae 1

=A, =

Ay 2
A 0

46 A4A2:A:A6:§:O
As

- 13 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:

Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Ci 2 0 3 0 0

Baza C, b Al A, A; A, Ac
A, 2 2 1 0 0
A 0 Y 0 0 1
A, 0 ) 0 1 ) 0 0
Wskazniki 4 0 0) 0)

- 14 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:

Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Na podstawie otrzymanych
brakujgce elementy tablicy:

A = Aoy -
Ay = A
Aup, =Py =
Ap = A

lorazow kolumnowych wyznacza sie

F36 A, =1—%><2:O,
Ao =1-0x2=1,
L6 Ao, =4—%x3=g,
FeAs, =0-0x3=0

- 15 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:

Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Druga tablica simplexow:

C; 2 0 3 0 0

Baza Cy b A A, Ag A, A
A, 2 2 1 0 0 1 0
As 0 i 0 0 %y 0 1
A, 0 Vs 0 1 Vs 0 0
Wskazniki 4 0 0 -3 2 0

NGe



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Najmniejsza (najbardziej ujemna) wartosc wskaznika w dolnym wierszu
wyznacza wektor, jaki w nastepnym Kkroku wprowadzimy do bazy.
W naszym przypadku bedzie to wektor As.

Wektor usuwany z bazy wyznacza sie obliczajgc Ilorazy
charakterystyczne dla wszystkich dodatnich elementow wektora

wprowadzanego do bazy (As): b
r.. = _h — g
01 A3A1 0’
5
r05 = bAS = A :1
ATRA
r02 = bA2 = % :1
A, 1

- 17 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Z bazy nalezy usungC wektor, ktorego element wystepuje w ilorazie o
najmniejsze| wartosci sposrod wyznaczonych — mamy dwa takie wektory:
A, 1 Ac. Wybieramy jeden z nich np. A, (rg,=r,=1)

Wyznaczony Iiloraz r, podaje jednoczesnie nowg wartosc elementu
wektora b w wierszu wektora wprowadzanego do bazy (b'a; = Iy, gdyz
wprowadzamy wektor A;). Pozostate dwa nowe elementy wektora b
wyznacza sie z zaleznosci:

bAl =D, 1A, =2-1x0=2,
. 5 5
bA5 :bAs —FOA3A5 :E_]—XE:O

18 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Wprowadzany do bazy wektor przyjmuje wartosci jednostkowe, a
wskazniki odpowiadajgce wektorom bazowym bedg zawsze wynosic O.
Wartosc funkcji celu wzrasta do 7.

C, 2 0 3 0 0

Baza C, b A/ A, A; A, A
A, 2 2 1 0 0
Ac 0 0 0 0 1
A; 3 1 0 1 0
Wskazniki { 0 0] 0]

- 19 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Nastepnie nalezy wyznaczycC ilorazy kolumnowe dla wektorow poza-
bazowych:

A1
rzzzAZASZABA:}/ZZ,

A, )

. A 0
I’42:A4A3: 2 = =O

A1

2 2

- 20 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Na podstawie otrzymanych ilorazow kolumnowych wyznacza sie
brakujgce elementy tablicy:

A=A —TpA, =0-2x0=0,
Aiy =An — A, =1-0x0=1

- 5
Aon, = Pon — TP, :O_ZXEZ_E)’

- 5
A4A5 = A4A5 —r42A3A5 :O—OXEZO

- 21 -



Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

Trzecia tablica simplexow:

C; 2 0 3 0 0

Baza Cy b A A, Ag A, A
A, 2 2 1 0 0 1 0
Ac 0 0 0 -5 0 0 ik
A, 3 1 0 2 1 0 0
Wskazniki 7 0 6 0 2 0




Optymalizacja linfowa — programowanie liniowe:
Przyktad rozwigzania zadania optymalizacyjnego metodg SIMPLEX:

W dolnym wierszu (wskaznikowym) nie ma juz elementow ujemnych, a
wiec rozwigzano zadanie.

Wartosc funkcji f,(x) jest rowna 7, a wartosci zmiennych X,=2, X:=0, X5=1.

Pozostate zmienne (nie wystepujgce w kolumnie b ostatniej tablicy
simplexow) sg rowne zeru (x,=0, x,=0).

Zatem pomijajgc zmienne sztuczne otrzymujemy ostateczne rozwigzanie
zadania dla funkcji f(x), dla ktorej poszukiwalismy minimum:

min f(2,01)=-7

= 23 -



