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Podstawy mechaniki ciat niebieskich:

Znajomosc pozycji satelity w przyjetym systemie odniesienia w danym
momencie czasu (epoce) jest zatozeniem dynamicznej metody
pomiarowej. Uogolniajgc - doktadnosc¢ ostatecznych wynikdw pomiarow
satelitarnych jest uzalezniona od doktadnosci modelu orbit satelitarnych,
czego przyktadem moze byC wyznaczenie wspotrzednych przy pomocy
GPS. Wymog doktadnosci wspotrzednych rzedu 1 cm moze by¢
spetniony przy znajomosci orbit satelitarnych z analogiczng doktadnoscia.

W mechanice ciat niebieskich najprostszg formg ruchu jest ruch dwaoch
obiektow (zagadnienie dwoch ciat). Dla sztucznych satelitow Ziemi mase
satelity w porownaniu z masg ciata centralnego — Ziemi — mozna
pomingc. Zagadnienie (problem) dwdch ciat mozna sprecyzowac jako:

Znajgc w danym czasie pozycje i predkosci dwoch czgstek o znanej
masie, poruszajgcych sie pod wptywem wzajemnej sity grawitacyjnej,
wyznacz ich pozycje | predkosci w innym czasie.
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Podstawy mechaniki ciat niebieskich:

Przy zatozeniu, ze oba obiekty sg jednorodne 1 wytworzone pole
grawitacyjne (potencjat grawitacyjny) odpowiada polu obiektu
punktowego, ruch orbitalny w zagadnieniu dwoch ciat mozna opisac
empirycznie za pomocg praw Keplera lub analitycznie za pomocg praw
mechaniki  Newtona  (uproszczeniem jest pominiecie efektow
relatywistycznych w prawach zachowania energii, pedu i momentu pedu).

Zagadnienie dwoch ciat jest jednym z nielicznych probleméw mechaniki
ciat niebieskich, ktory mozna przedstawiCc ogolnym modelem
analitycznym. Inne problemy ruchu trzech lub wiecej ciat niebieskich pod
wplywem wzajemnej grawitacji majg jedynie modele szczegolne.




Podstawy mechaniki ciat niebieskich:

Oprocz klasycznych perturbacii (zaktocen zgodnego z prawami Keplera
ruchu ciat niebieskich, spowodowanych obecnoscig innych ciat oraz
oporem osrodka) musi byC takze modelowany wptyw anomalii pola
grawitacyjnego Ziemi (wynikajgcych z jej niejednorodnej budowy
| ksztattu) oraz sit pozagrawitacyjnych. Umozliwit to rozwoj komputerow
przetwarzajgcych duze ilosci danych oraz implementowane w nich
algorytmy numerycznego catkowania.
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Pierwsze prawo Keplera:

Pierwsze prawo:
Orbita kazdej planety jest elipsg ze Stoncem w jednym z jej ognisk. Stad:
Orbita SSZ jest elipsg z Ziemig w jednym z jej ognisk.

Os wielka elipsy, Amx, jest nazywana
linig pomiedzy antypodami lub nig y
apsyd. Punkt orbitalny A, najdalszy od N
centrum mas systemu orbitalnego - 0,
nazywany jest punktem apocentrum. .
Punkt = na orbicie, najblizszy centrum 4, a
mas jest nazywany perycentrum.

Gdy w p. 0 znajduje sie Stonce, A i =«
nazywane sg aphelium (afelium) i
peryhelium.

Gdy 0 odpowiada srodkowi masy Ziemi,

wtedy A | 7 nazywajg sie apogeum

| perygeum.

Kat v jest tzw. anomalig prawdziwa.
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Pierwsze prawo Keplera:

Pierwsze prawo:

Orbita kazdej planety jest elipsg ze Stoncem w jednym z jej ognisk. Stad:
Orbita SSZ jest elipsg z Ziemig w jednym z jej ognisk.

Potozenie masy punktowej m moze byc¢
opisane wspotrzednymi biegunowymi r, y
v, gdzie Ox jest jedng z osi odniesienia TN
orbitalnego uktadu wspotrzednych.

r— odlegtos¢ masy punktowe; m od
centrum mas,

v — anomalia prawdziwa,

a— potos wielka,

e — ekscentrycznosc¢ liczbowa,
p— parametr elipsy.




Pierwsze prawo Keplera:

Ogalnie: 4},/;,
Pod wptywem sity centralnej ciata (satelity) /«'juz’ff—
poruszajg si¢ po tzw. krzywych stozkowych: N
elipsie, paraboli lub hiperboli. 2 %

/

Rownanie krzywej eliptycznej:
(dla e = 0 okrag)
S — i /
1 + e cos v A; a
b? b2 p p
A B e N
Dla kata ekscentrycznosci ¢: I
e =sing p = a0052<p
M=coscp b=acosg = psece.
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Drugie prawo Keplera:

Drugie prawo:
Linia fgczgca Stonce z planetg (promien wodzgcy planety) zakresla
w rownych odstepach czasu rowne pola powierzchni wewnatrz orbity.

Na podstawie tego prawa mozna ustaliC
potozenie satelity w funkcji r (odlegtosci
od ogniska orbity) 1 v (anomali -
prawdziwej).

r+ Ar AF




Drugie prawo Keplera:

Drugie prawo:
Linia fgczgca Stonce z planetg (promien wodzgcy planety) zakresla
w rownych odstepach czasu rowne pola powierzchni wewnatrz orbity.

Wedlug drugiego prawa obszar AF
zakreslany przez r jest proporcjonalny
do przedziatu czasu A4t.

I
AF =~ —rcAv
2
reAv = c- At
T
»dv
r-— =r¢c
dt

C jest statg predkoscig polowa.



Drugie prawo Keplera:

Ogoalnie:
W roéwnych odstepach czasu promien wodzgcy satelity zakresla statg
wartosc¢ pola powierzchni wewnatrz orbity.

Wprowadzajgc wspotrzedne prostokatne X, y:

Xi==r<0asy; Y=r<smy, =

v
fan v = —
X

Pochodna tan v po czasie:
Vo Xy —Yyx

9 = 2
COS= VvV X=
8T

,d
Zastepujgc cos v i wprowadzajgc r“d—: =C

otrzymujemy prawo Keplera we wspot-""
rzednych kartezjanskich:

Xy —yx =c

8T

TT

BT

AT
aT

T = any unit of time {(hour, day, week, elc.)
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Trzecie prawo Keplera:

Trzecie:

Stosunek szescianow wiekszych potosi orbit planetarnych do kwadratow
okresOw obiegu planet wokot Stonca jest staty.

Ogoalnie:
Kwadrat okresu obiegu satelity w polu grawitacyjnym jest proporcjonalny
do szescianu sredniej odlegtosci od przyciggajacego ciata.

JOWISZ

Saturn
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Trzecie prawo Keplera:

Trzecie:

Kwadrat okresu obiegu satelity w polu grawitacyjnym jest proporcjonalny
do szescianu sredniej odlegtosci od przyciggajacego ciata.

W zapisie matematycznym oznacza to, ze dla roznych satelitow P; o
okresach obiegu U;, srednie predkosci kgtowe:

n;i = 2w /U;
? 2
al?’ C“
§ T o
Ul.“ 4 -

a? 11,-2 = C?
Ogolnie:
a3 /\’2
= M+ m :i_G(ﬂfﬂ Fm), o
U2 471’2( ) a’ = A2 r

gdzie k jest uniwersalng statg, a M, m sg masami odpowiednich ciat.



Prawa Keplera:
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Prawo grawitacji Newtona:

Kazda czgstka materii we Wszechswiecie przyciaga kazda inng czgstke
materii z sitg wprost proporcjonalng do iloczynu ich mas i odwrotnie
proporcjonalng do kwadratu odlegtosci miedzy nimi:

Mm

K jest wektorem wypadkowym wszystkich sit dziatajgcych na masy M i m,
a G jest stalg grawitacii:

"

G = (6.67259 £ 0.00085) - 10~ 'm3kg~!s ™2
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Prawo grawitacji Newtona:

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych o osiach: x, y, z oraz katach: a, S,
y pomiedzy kierunkiem sity a odpowiednimi osiami:

:—G(M—Hn)i‘}. j?z—G(M+m)L;. —G(M+m)%
r- r-

Dla sztucznych satelitow Ziemi masa m moze by¢ pominieta. Podstawowe
rownanie ruchu satelity przyjmie wiec postac:

GM

P ="V

r3

gdzie r jest wektorem wodzgcym SSZ wychodzgcym z geocentrum. - 15-



Parametry orbity:

perigeum AZ
ptaszczyzna orbity 77
linia absyd

linia weztow
ptaszczyzna rownika
apogeum

KX

Czes¢ wspodlna  ptaszczyzn
rownika i orbity nazywana jest
linia weztdw, ktérg wyznaczajg
punkt przejscia satelity z potkuli
potudniowej na pétnocng (wezet
wstepujacy - W,,), oraz przeciw-
legty wezet zstepujacy - W,

Podobnie prosta wyznaczona
przez punkty apogeum i pery-
geum okreslana jest jako linia
absyd.



Parametry orbity:

perigeum AZ
ptaszczyzna orbity 77
linia absyd

linia weztow
ptaszczyzna rownika
apogeum

KX

Elementy orbity:

Rektascensja (dfugosc) wezia
wstepujgcego (QQ) - mierzony
przeciwnie do ruchu wskazowek
umieszczonego na  biegunie
pothocnym zegara kat jaki tworzy
linla weztdw z osig X uktadu
wspotrzednych.

Inklinacja (nachylenie) orbity (i) -
mierzony przeciwnie do ruchu
wskazowek umieszczonego w
wezle W, zegara kat jaki tworzy
ptaszczyzna réwnika z pta-
szczyzng orbity. Orbity, dla
ktorych i = 0° nazywane sg
rownikowymi, zas te, dla ktorych
| = 90° - biegunowymi.
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Parametry orbity:

perigeum AZ
ptaszczyzna orbity
linia absyd

linia weztow
ptaszczyzna rownika
apogeum

\X

Elementy orbity:

Argument perygeum (w) -
mierzony w ptaszczyznie orbity
kat pomiedzy kierunkiem wezta
W,, i kierunkiem perygeum.

Czas przejScia przez perygeum
(t,) - chwila osiggnigcia przez
satelite  punktu najblizszego
Ziemi.

Duza potos orbity (a) oraz

mimosrod orbity (e) - parametry
elipsy orbitalnej.
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Parametry orbity: perigeum bz _——

ptaszczyzna orbity
linia absyd

linia weztéw
ptaszczyzna réwnika
apogeum

Q - rektascensja (dtugos¢) wezta wstgpujacego
I - inklinacja (nachylenie) orbity

@ - argument perygeum

a - duza poétos orbity

e - mimosrdd (ekscentrycznosé) orbity

v - anomalia prawdziwa

\X

semi-major axis

numerical eccentricity

orbit inclination

right ascension of ascending node
argument of perigee

true anomaly

v« 8 D=~a 8
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Parametry orbity:

prosta ey
biegun
prostopadia niebieski

os obrotu

nachylenie osi
obrotu do prostej
prostopadtej do

rownik niebieski ptaszczyzny orbity

R kierunek orbity
-+

ekliptyka

potudniowy
biegun
niebieski

B — biegun potnocny sfery niebieskiej u—argument szerokosci

A — rzutapogeum orbity u=0+9

P — rzut perigeum orbity " — kierunek do punktu réwnonocy
() — wezet wstepujacy orbity wiosennej (Barana)

0 — wezet zstepujacy Gr — kierunek do przeciecia potudnika
U — anomalia prawdziwa Greenwich z rownikiem

 —argument perigeum



Prawa zachowania:

Za pomoca trzech zaleznosci praw zachowania:

. v: GM
energii: b= o =
2 !
momentu pedu: h=rxi=rxv
h? p
du: r=_CH r =
pe | 4+ % cOoS Vv | +ecosv

mozemy stresci¢ wiedze dotyczgcg ruchu satelity po orbicie.



Prawa zachowania:

(1) Rodzina krzywych stozkowych (okrag, elipsa, parabola, hiperbola)
zawiera jedyne mozliwe trajektorie orbity w zagadnieniu dwoch ciat.

(2) Ognisko orbity stozkowej znajduje sie w srodku ciata centralnego.

(3) Suma energii kinetycznej 1 potencjalnej podczas ruchu satelity po
orbicie stozkowej nie zmienia sie — pozostaje stata. Satelita zwalnia
wraz ze wzrostem odlegtosci od ciata centralnego | przyspiesza wraz
ze zmniejszeniem odlegtosci od ciata centralnego.

(4) Ruch orbitalny satelity odbywa sie na ptaszczyznie umieszczonej w
uktadzie inercjalnym (uktad odniesienia, wzgledem ktérego kazde
ciato, niepodlegajgce zewnetrznemu oddziatywaniu z innymi ciatami,
porusza sie bez przyspieszenia tzn. ruchem jednostajnym
prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku).

(5) Moment pedu satelity wzgledem ciata centralnego jest staty.
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Prawa zachowania:

Charakterystyczne parametry krzywych stozkowych:

circle ellipse parabola  hyperbola
eccentricity e 0 Qi< g << ] I e > 1
parameter p a a(l — ez) p a ('62 — 1)
semi-major axis a a a o0 a<0
semi-minor axis b a a1 —e2 — ae? —1
pericenter distance r), a a(l —e) p/2 a(e—1)
apocenter distance  ry, a a(l +e) o0 0,0




Calkowanie numeryczne praw zachowania:

Zaleznos¢ pomiedzy anomalig prawdziwg v a ekscentryczng
(mimosrodowa) E:

V1 —e2sinE

cosE —e

tany =

\
M g @ 0 J P,

- Srednia predkosc¢ katowa.

n=?%~ * 308600510 m’
T a° s°
- Srednia anomalia:
M =E —esinE
W celu wyliczenia E z M powyzsze roéwnanie eliptyczne musi byc¢
rozwiniete w szereg Fouriera. 24
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Obliczanie wspotrzednych potozenia satelity GPS:

Skorygowang wartoS¢ sredniej predkosci katowej (ruchu sredniego)
satelity n, otrzymamy dodajgc do n poprawke transmitowang w depeszy
nawigacyjney: n=n+A,
Anomalie srednig odniesiong do momentu obserwacii:

M, =M,+n(t-t,) =M, +n.t,
Wartos¢ anomalii ekscentrycznej E, znajdujemy rozwigzujgc numerycznie
(iteracyjnie) rownanie:

M, =E, —esin E,

Anomalie prawdziwag:

v, —tan 1{\Dsin (E, )}

cos(E, )—e

Argument szerokosci ¢ uzyskujemy w oparciu o wartos¢ anomalii
prawdziwej oraz argumentu perygeum o:

g =v,+o

]
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Obliczanie wspotrzednych potozenia satelity GPS:

Korekcja argumentu szerokosci:
o, =C, sin(2¢,)+C,. cos(24,)
Korekcja promienia wodzgcego orbity satelity:
o, =C. sin( 2¢,)+C, . cos(2¢,)
Korekcja inklinacji (nachylenia) orbity satelity:
o, =C,sin(2¢,) +C,. cos(2¢, ) + IDOT -t,

Poprawiony o korekcje z perturbacji ruchu satelity argument szerokosci:
U, =@ + N,
Poprawiony o korekcje promien wodzgcy orbity satelity:
r, = a[l—ecos(E)|+ o,
Poprawiona o korekcje inklinacja orbity satelity:

I, =1y + A,



Obliczanie wspotrzednych potozenia satelity GPS:

Poprawiona o korekcje rektascensja (dtugos¢ wezta wst.) orbity satelity:

Q, =Q,+(Q-w,)t, —aLt,

Wspotrzedne satelity w ptaszczyznie orbity (orbitalne):
{x'k =r,_cos(u,)

Y\ =T sin(u,)

Geocentryczne wspotrzedne prostokgtne potozenia satelity (jcentrum
fazowego anteny nadawcze]) w przyjetym ukfadzie odniesienia np.
WGS84 lub GRS80; .
X, = X' cos(€2,)—Vy', cos(i,)sin( <, )
Y =X sIN( €2, ) - yllf C(?S(ik) cos(€2, )

z, =Y', sin(l,)

N

.



Obliczanie wspotrzednych potozenia satelity GPS:

Satellite (S)

CIO
Z.cs f (xs, ys, Zs)
|
|
|
|
Sy : WGS-84
S X ' Ellipsoid
Cgég :zs
|
|
|

Xcrs

CIO - Celestial International Origin
CTS - Conventional Terrestrial System



Dane potrzebne do wyznaczenia potozenia satelity GPS:

1) M, -anomalia srednia dla epoki danych efemerydalnych,

2) A, -poprawka ruchu sredniego,

3) e -mimosrod orbity,

4) a -duza potos elipsy lub jej pierwiastek,

5) €, -rektascensja wezta wstepujgcego orbity,

6) 1, -Iinklinacja orbity,

7) w -argument perygeum,

8) Q - zmiana rektascensji w funkcji czasu,

9) IDOT - zmiana inklinacji w funkcji czasu,

10) C, - korekta argumentu szerokosci (cos),

11) C,, - korekta argumentu szerokosci (sin),

12) C,. - korekta promienia wodzgcego satelity (cos),

13) C,. - korekta promienia wodzgcego satelity (sin),
C
C

O

14) - korekta inklinacji (cos),

15) - korekta inklinacji (sin),

16) t, - czas odniesienia danych efemerydalnych,
17) 10ODE - wiek danych efemerydalnych.



